Méth. Mat. Phys. - Chapitre 11

Moment cinétique quantique
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11.1 Opérateur moment cinétique

@ Moment cinétique : opérateur quantique
TXp=—1hrxV (11.12)

L =
e Moment cinétique : coordonnées sphériques (exercice)

—ih(@ﬁ—é ! 8) (11.13)

L 06 sinf Oy

e Moment cinétique au carré : coordonnées sphériques (exercice)

. 1 0 9, 1 0?
2 32
L7=—n (sin@ 00 (Sm@ &9) sin? 6 (9g02) (11.15)

e Laplacien : coordonnées sphériques (exercice)

1 0 0 1 0 0 1 0
2 _ 2 9 11.11
v r2 Or (T 87“) Y 00 (sm@ 89) r2sin? § D2 ( )

@ Opérateur quantité de mouvement au carré :

pPP=p-p=(—ihV) (—ihV)=—hV? (11.18)

Dr. Sylvain Bréchet 11 Moment cinétique quantique



11.1 Opérateur moment cinétique

@ Opérateur quantité de mouvement radiale au carré :

h? 0 0
~2 2
— — = — 11.1

Pr r2 Or (T 87“) (11.19)

e Laplacien : (11.15), (11.18) et (11.19) dans (11.11)
oL 5 1 L?

Vie— b’ =— 5 (Pt (11.20)

o ldentité opératorielle :
12
2 2
P =p.+ = (11.21)

@ Relations de commutation : variables différentes

A

P2, L% =0 et  [p2,L.]=0 (11.22)
e Relation de commutation : (exercice)

[L*,L.]=0 (11.38)
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11.2 Atome d’hydrogéene

1 1\ ! M., M
L= ( + ) — P ¢ ~ Me (11.23)
mp me mp_|_m€
e Hamiltonien :
H = V (r 11.24
o+ V(7 (11.24)

@ Potentiel coulombien : entre un proton et un électron

(11.25)J

@ Equation de Schrodinger stationnaire :

H (r,0,9) = E4 (1,0, ) (11.26)
o Equation de Schrodinger stationnaire : (11.18), (11.24) et (11.25)

(11.27)J
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11.2 Atome d’hydrogéene

e Equation de Schrodinger stationnaire : (11.6) et (11.7)

e 0 ([, 0
 2mer2 Or (7“ E) Y rde)+

A

L9 (1,0, ¢)

2m .12

62

e V0.9 =B (r0,¢)

@ Séparation des variables : fonctions propres radiale et angulaire

(11.28)

(11.29)

@ Equation de Schrodinger stationnaire :

f Y(@,gp)g(r2g)R(r)—l— ! R(r)L?Y (0, ¢)

 2mr? or or 2Mm, 12

62

o R()Y (0.9) = ER(1)Y (6.¢)
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11.3 Nombres quantiques associés a la rotation

@ Opérateur moment cinétique vertical :

A . ~ 1
Lzzﬁ-L:—ih(ﬁ-ég—i-H a)z—ihi

00 sinf Oy %,
Equation aux valeurs propres : moment cinétique vertical
A 0
L,Y (8,p) = —iha—Y(H,go) =L,Y (0,¢)
2

Fonction harmonique sphérique : période : ¢ € [0, 27)
. L,

Y (0,0) =Y (0,0)e" 7

Y (6,¢) =Y (8,0) ¢ 7 (w20

Condition de quantification : valeur propre L,

p 12T

Moment cinétique vertical : valeur propre

L,=mh ou me”Z
Y (0,0) =Y, (0, )
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(11.44)

(11.45)

(11.46)

(11.47)




11.3 Nombres quantiques associés a la rotation

e Equation aux valeurs propres : moment cinétique vertical

(11'49)J
e Equation aux valeurs propres : moment cinétique au carré (exercice)
(11'72)J
@ Opérateur moment cinétique au carré : valeur moyenne
(Y L2 Y™ ) 2 (Y™ | L. 1Y) > 0 (11.58)
@ Opérateur moment cinétique vertical : valeur moyenne
(Y L2|Y,™) = Pm® (Y, | Y,™) = h*m? (11.60)
@ Opérateur moment cinétique au carré : valeur moyenne
(Y™ L2 Y™ ) = R0+ 1) (Y™ | Y™ ) = B2 (0+ 1) (11.61)
o Inégalités : valeur moyennes (11.60) et (11.61) dans (11.58)
R0 (0 +1) > h*m? (11.62)
@ Nombres quantiques : associés a la rotation
(11.63))
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11.4 Harmoniques sphériques

e Equation aux valeurs propres : moment cinétique au carré (11.74)

1 0 0 1 0°
- nd —- Y," = 1) Y,
(Sine 00 (Sme(‘)@) T sin2 @ 8¢2> " (0,0) =L(L+1)Y,(0,9)

Séparation des variables : fonctions propres nodale et azimutale

(11.75))

Equation différentielle angulaire : (11.75) dans (11.74) -1/Y,™ (6, ¢)

sind 0O 0 1 0?

inf — |0, (0)+£(f+1)sinf = — o,
@em (9) 89 (Sln 86) /¢ ( )“l‘ ( + )Sln (I)Km (Qp) 8@2 12 (90)
Equation différentielle azimutale :
1 d*®]" (p) 5 .

— = —m~ = cste période w€|0,27 11.77

7" () dp? | ) |

Equation différentielle nodale :

sinf 0O , 0 . 9, 9
677 (6) 90 (511’19 @> O,"(0)+L(f+1)sin"0 =m” =cste  (11.78)
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11.4 Harmoniques sphériques

e Fonction propre azimutale : solution de (11.77)

(11.79))

@ Relation d’orthonormalité : harmoniques sphériques : df2 = sin 6 df dy

T 27
YY) = [ 0.0 Y 6.0 sing 8 dp = i S
0 0

e Equation différentielle nodale : (11.78) remise en forme

1 d d m?
— infg — | — " (0) = 1)O," (0 11.
(sin@ do (sm d@) sin26’> O (0) =L(E+1)67(9)  (11.80)

@ Changement de variable et opérateur différentiel : x = cosf

d dr d : d . 2.4 2
@_@%_—SmG% et sin“0=1-— x (11.84)

@ Polynomes de Legendre généralisés :

P/ (x) = P/" (cos ) = ©," (0) (11.82)
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11.4 Harmoniques sphériques

e Equation de Legendre généralisée : (11.82) et (11.84) dans (11.80)

(11.85)J

@ Séparation des variables : fonctions propres nodale et azimutale
Y™ (0,0) = O (0) 87" (19) = ¢ B{™ (cosf) ¢ ™% (11.86)

@ Relation d’orthogonalité : polynomes de Legendre généralisés

/ 1 / 2 <€—|—m)'
P PV = P P = 10 Om/m
(PR = [P @) PP @) de = g e b
o Coefficients : (exercice)
m 2041 (£ — m)!
" =(—1 11.
e’ =(=1) \/ dr (L +m)! (11.95)

e Fonctions harmoniques sphériques : (11.95) dans (11.86)

(11.96)J
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11.4 Harmoniques sphériques

@ Fonctions harmoniques sphériques : complexes

}/Em (‘97 90) — <_ 1)m \/

@ lllustration :

204+1 (£— m)!

47

partie réelle (bleu :

(¢ +m)!

P;™ (cos ) e"™%

positif et rouge : négatif)

Nombre magnétique (m)

-3 -2 1

1

Nombre orbital (¢)

&®
&
#

C
&
¢
:

Co
o
%
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11.5 Fonctions radiales

e Séparation des variables : R (r) = R, (1)

(11.137) |
e Equation de Schrodinger stationnaire : (11.30) ot F = FE,
h? 9 0 1 A
— Y, (0,0) — | r* — | R, ne (r) L2Y,™ (8,
s Y 00) 3 (72 5 ) Bt () 4 5 Bt () )7 019
2
e
— n Y, (0,9) = E, R, Y,”™ (6, 11.
o Rat (1) Y (6,) = B Rt (1) Y/ (6,) (11.97)
e Equation aux valeurs propres angulaire :
L2Y,™ (0,¢) = BPL(L+1)Y,™ (0, ) (11.72)

e Equation aux valeurs propres radiale : (11.72) et (11.97) : (11.98)

( h? d(r2i)+h2€<€+1)_ e’ )Rng(T)ZEang(T)

 2m.r2 dr dr 2Mm 12 Aregr
@ Nombre d’'onde : ou F, <0
8 eEn
g2 =2 (11.99)
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11.5 Fonctions radiales

e Equation aux valeurs propres radiale : (11.89)

1 d [, d k2 L(0+1) mee?
_ b (=0 (11.1
( ( ) 4 12 i 2megh?r Bng (r) =0 (11.100)

@ Variable sans dimension et fonction radiale :

P = kn T et Xnt (p) = Ry (T) (11101)
@ Opérateur différentiel :

d dp d d
— = =k, — 11.104
dr  dr dp dp ( 04)

e Equation différentielle radiale : (11.101) et (11.104) dans (11.100)
1 d (5 d 1 ((£+1) mee?
— = — |- = - n =0 (11.105
(G () - 1= "o ) e ) =0 (11109
o ldentité différentielle :

1 d (p2 dx:,iep(p)> :}d_Z(pw (p)) (11.108)
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11.5 Fonctions radiales

e Equation différentielle radiale : (11.108) dans (11.105)

d? 1 ((0+1) mee?
— n =0 11.109
(dp2 4 02 + 2regh?k, p ('OX ¢ (p)) ( )
@ Nombre quantique principal : ou F,, <0 et E; >0
mee? meel E;
_ _ | — — /= == 11.110
" Sreoh2ky, 3272e2 h2E,, E, ( )

@ Niveaux d’énergie :

(11.112)J

@ Energie ionisation :

(11.111)J

e Equation aux valeurs propres radiale : (11.110) dans (11.109)

(Cf_; - i _ f(gpj b %) (pxne (p)) =0 (11.113)
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11.5 Fonctions radiales

@ Equation de Laguerre généralisée :

(11.114)J

o Relation d’orthogonalité : fonction poids : w (p) = pFe™?

/ o0 / k !
<lﬁy|L%>::/n Lﬁ/UOLﬁiphfe‘pdp=10n+}) Om'm Ok’
0 m.
o Changement de variable : ou ps (p) =p
= Vw(p)p2 (p) Ly, (p) = e~ 712 pFFIZLE (p) (11.116)

e Equation de Laguerre généralisée : (11.116) dans (11.114) (exercice)

(11.117)J

o Coefficients : (11.113) = (11.117) ol m n’'est pas le coefficient azimutal

(11.127) |
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11.5 Fonctions radiales

e Nombres quantiques : (11.127)

(11.128) |
e Fonction radiale : p ./ (p) est multiple de 2T} (p)
20+1
Cnt \Ij'n— — (10) —
Xne (p) = L — e P22 (p) (11.129)

p
e Rayon de Bohr : orbite semi-classique du niveau fondamental (11.99)

(11.130)J

e Coordonnée radiale sans dimension : (11.99) et (11.101)

2
p=knr=— (11.131)
nao

e Fonction radiale : R, (1) = xne (p) : (11.131) dans (11.129)

(11.132)J
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11.5 Fonctions radiales

@ Relation d’orthonormalité :
/OOO Ryrpr (1) Rye (7) 2dr = Gprp Opry
e Constante de normalisation : (11.132) dans (11.134)
_V 2\’ (n— £~ 1)
nt = (n—ao) 2n (n + 0)!

e Fonction radiale : (11.133) dans (11132)

(11.134)

(11.133)

(11.135)

v
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11.5 Fonctions radiales

e Fonctions radiales : R, (7)
© Orbitaless: /=0: Rio(r), Ra(r), Rso(r)

RnO (’f‘)

A
2.0

15
Orbitales s : £ =0

10 12 @o

© Orbitalespetd: /=1,2: Rai(r), Rsi(r), Rs2(r)

RM (T)
A Ry (r)
0.15

Orbitales p : £ =1
Orbitales d : ¢ =2

0.10 -

0.05 |-
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11.6 Fonction d’onde

@ Relation d’orthonormalité : (., o0 | Vnem ) = Onrn 0076 O

o0 T 27T
/ / / Unrerme (1,0, 0)" Wnem (1,0, ) rdr sin 6 d do = 6prn 0070 Omrm
o Jo Jo

Erets *
ats s

77D100
{=1
Etats p

A =
& g D
¢21— 1 ¢21O ¢211

£=2

Etats d Ck

»
P32_ 2 YP3o_ 1 1320 321 329
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